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Soit 52 un ouvert borne de R2, de front&e r de classe C2. On dtsigne par 
n = (n, , n,) la normale exterieure a r. On se propose de montrer que 
l’equation d’Euler 
u’+(u~v)u=f-vp, 
V-u=@ dans Q x IO, q (1) 
u * n Irxlo.r[ = 0, u(x, 0) = t&y 
admet pour tout couple (us, f), appartenant a des espaces de Sobolev con- 
venables, une unique solution faible. Pour demontrer I’existence de la solution 
on introduira une equation du type Navier-Stokes, mais verifiant des condi- 
tions aux limites differentes. 
On montrera que lorsque la viscosite v tend vers zero la solution u, de cette 
equation converge vers la solution du probltme (1). 
On utilise des estimations de type L2(Q), ce qui permet de traiter le pro- 
bltme (1) pour des don&es u,, et f peu regulieres. (Le cas oh u,, , f et r sont 
reguliers a ttC consider+ par Kato [6]). 
D’autre part on Cvite d’introduire la fonction courant, comme cela est fait 
par Youdovitch [14] (cf. egalement Lions [9, p. 771). On obtient ainsi une 
solution plus simple et plus explicite. Enfin on Ctudiera egalement un pro- 
bleme non homogene: 
Ii+(uV)u=f-vp, v-u=0 dans 52 x 10, TII 
u - n Irxlo.r[ = ‘Y(% t), u(x, 0) = u&) 
(2) 
1 Comme d’habitude on dkigne par Vp le gradient: (ap/ax, , +/ax,), par V . u la 
divergence: (&,/ax, + &,/ax,) et par (u . V) v I’expression 
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ou g(u, t) est une fonction donnee sur Z = I’ x IO, T[, astreinte a verifier, 
pour presque tout t E IO, T[ la relation necessaire 
]$u, t) da = 0. 
On designe par V l’espace des u E (H1(S))z verifiant V . u = 0 dans Q et 
u . n = 0 sur I’, par H l’espace des u E (L2(Q))” verifiant V * u = 0 dans Q 
et u * n = 0 sur r.2 Enfin notons 1cr l’espace des (zZ@(Q))~ n v et X 
I’espace (L2(Q))*. B ien entendu on a les injections 
“y-c VCHCi%f. (3) 
On designe par (( )) et // I/ le produit scalaire et la norme dans (Nl(S)))‘2, 
par ( ) et 1 * 1 le produit scalaire et la norme dans (I?(~))~. H est un sous- 
espace fermt de X. On montrera ulterieurement que Y est dense dans b’ 
mais on peut Ctablir maintenant le 
LEMME I. L’espace Y est dense dans H. 
Dt!monstration. On pro&de comme dans Lions [9]; soitf E H orthogonal a 
Y, alors il existe (cf. Magenes-Stampacchia [131) p E L2(Q) tel que 
f-VP. (4) 
D’autre part, en utilisant le theoreme des “mollifiers” de Friedrichs [5] 
et en procedant comme dans Lax-Phillips [7], on peut construire une suite 
fe possedant les proprietes suivantes: fc E [9(52)12, fe * n = 0 sur r, fC + f 
dans X et div fc -+ 0 dans L”(G). On a alors: 
(f, f) = b$$ft fc) = $$VPt fJ. (5) 
On utilise ensuite la relation: 
et ainsi on obtient: 
2 On dCsigne par W(Q) et W”+‘(Q) les espaces de Sobolev usuels (cf. Lions [8]) 
et on remarque que, compte tenu de la relation V . u = 0 on peut dCfinir u . 11 ce qui 
donne un sens 21 la relation u . IZ = 0 dans la dkfinition de H. 
L’iQUATION D’EULER EN DIMENSION DEUX 771 
11 resulte du Lemme 1 que I’ est dense dans H, ainsi en identifiant H ii son 
dual on a les injections usuelles V C H C V’, oti I” designe le dual de V. 
Comme d’habitude on designera par a(u, V) la forme bilineaire: 
et par b(u, v, w) la forme trilineaire 
b(u, V, W) = i 1 
i=l R 
Ui $ w dx = IQ ((u - C) v  - w) dx. 
Enfin on definit le rotationel en posant, pour tout champ de vecteur 
u = (211 3uz), ~hU=au,A!!L ax1 ax, . 
On considere en tout point us E r le rep&-e forme de la normale exterieure u 
et de la tangente T, la tangente Ctant orientee de man&e a verifier T A n = 1. 
Soient (x7 , xN) les composantes d’un point de R2 et (u7 , uN) les composantes 
d’un vecteur par rapport a ce rep&e. 
Si (n, , nN) sont les composantes de la normale exterieure n, la courbure de 
F au point u,, est don& par la relation 
C(uo) = - 2 . 
*7 
D’autre part le rotationel d’un champ u s’ecrit dans le rep&e (T, n): 
La relation 
ri(u, v) = a(u, v) - 1 C(o) U(U) . V(U) da 
r 
definit une forme bilineaire symetrique, continue et coercive sur V. En effet 
d’apres les theoremes de trace usuels on a: 
1 j, W ‘44 44 du 1 < C II u II II v II Vu, v E (H1(L’))2 s (11) 
3 Dam la suite C dhignera diE&entes constantes. 
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et d’autre part on sait [lo, p. 231 que pour tout E > 0 il existe une constante 
C(E) telle que l’on ait: 
Ainsi la continuite de n(u, V) resulte de l’inegalite (11) et la coercite de l’in- 
CgalitC (12). 
Soit X > 0 assez grand, alors d’apres le theoreme de Lax-Milgram, pour 
tout, f E V’ il existe un unique u E V verifiant la relation: 
PROPOSITION 1. Soit f E %? alors u solution de (13) est ” formellement” 
solution du systkme suivant: 
- Au + hu = f - gradp. (14) 
u*n=O SW r (15) 
rot u = 0 sur r. (16) 
Dhzonstration. De la relation (13) on deduit que I’on a pour tout 
cp E (5q2))2 n v: 
* 
I Cu.Vpdx+X s up) ds = ‘R R I f . cp dx ‘R (17) 
il en resulte qu’il existe p E g(Q) tel que l’on ait (14). La relation (15) est 
vCrifiCe car u E V. Pour obtenir “formellement” la relation (16) on multiplie 
scalairement (14) par ~1 E V et on intitgre par partie on obtient: 
I 
I VuVvdxfh * uvdx- (18) 52 ! R s 
rgvdcJ=l fevdx. 
R 
En comparant (13) et (18) on voit que 
s CYU ,an ZI da = i C(a) uv da vv  E P-. I- 
Comme v  E V verifie la relation e, . n = 0 on deduit de (19) que l’on a en 
presque tout point 0 de l? 
au 2 = C(a) u7 = - 2 24, .
axN 7 
(20) 
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Mais comme u * 12 = 0 sur r on a: 
(21) 
Bien entendu au point 0 E r, origine du rep&e (7, n) nN = 1 et n, = uN = 0. 
Aussi de (21) resulte la relation 
-=-!!!zu au, 
ax, ax, T* (22) 
En utilisant (9), (20) et (22) on obtient l’egalid (16). 
Nous allons maintenant dCmontrer des Gsultats de rCgularitC pour la 
solution de (10). Ceci permettra de justifier le calcul cidessus. 
PROPOSITION 2. On suppose que f E (JzP(Q))~, alors u solution de (10) 
appartient ci (H3(Q))2 et vbiJe (14)-(16). 
D6monstration. On considhre I’opCrateur de Neuman dans L2(Q), N 
D(N) = NV = - Lb. 
N est un opCrateur autoadjoint; ker N est Cgal g l’espace des fonctions con- 
stantes. Comme f 5 V on a: 
Ainsi il existe une fonction p E H2(Q) (d’t e erminCe g une constante p&s) et 
verifiant les relations 
V.Tp=-Ap=C.f; $1 =O. 
r 
VP est alors dCterminC de man&e unique et on a: 
II VP II < c llfll * 
On utilise alors l’espace 
(25) 
v = (v E (Hl(Q))2; v . n lr = O} 
(bien entendu on a V = {v E v; V . v = 0)). 
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La forme n(u, 71) est Cgalement continue et coercive sur r;, aussi il existe un 
unique ~3 E T vkrifiant la relation 
lz(zT, v) + X(z7,2T) = (f - vp, c) VUE r. (26) 
En particulier, u vkrifie au sens des distributions 
- Aii + M = f - VP E (H1(Q))2. (27) 
On en dCduit [7, p. 1681 que &T/&I est dkfini, par exemple, dans (H-3’*(r))2 
et que l’on peut appliquer la formule de Green. Ceci permet de justifier le 
calcul formel de la Proposition 1. Ainsi ii est solution du systkme: 
-Alc+hii=f-VP, 
ii*n=O, 
rot U Ir = 0. 
(28) 
L’opCrateur dCfini par la forme Z(ti, V) et l’espace v &ant elliptique il est 
classique (cf. Agmon-Douglis-Nirenberg [l]) que a appartient g (H3(Q))2 
db que f - Vp E (H1(Q))2. 
Pour terminer la demonstration de la Proposition 2 il suffit de montrer que 
UE V,ouquedivu=O.Ona: 
- A(div U) + h div ii = div(- AU + ki) = div(f - VP) = 0. (29) 
D’autre part comme ii E (H3(Q))3 on peut calculer (a/an) (div IS) Ir. On 
utilise le rep&e dCfini par la tangente et la normale et il vient: 
~(diva)=&($+~)=~z+$$. (30) 
Comme V h iE jr = 0 on a: 
Ainsi on obtient 
& (div ii) = 2 + 2 = Aii, . 
Comme u E (H3(Q))2 on dCduit de la relation 
-Aii+hu=f-TG~, (33) 
(31) 
(32) 
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r 
-AdrTN+htlEi=f..-~*..=f.n--. 
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(34) 
Soit AiiN = 0, done 
L (div U) = 0. 
Ceci termine la demonstration de la Proposition 2. 
COROLLAIRE 1. Si f E X, u E V solution du problkme 
qu, v) + qu, v) = (f, v) vv E v (35) 
appartient h V n (Ha(f2))2 et est solution de (14)-(16). 
Dkmonstration. On dbigne par A l’operateur de V dans V’ defini par la 
forme Z(u, v) * (h + a)-l est lineaire continu de V’ dans V done de V’ dans 
(H1(s2))2. D’apres la Proposition 2 il est tgalement continu de V dans (HS(SZ))s; 
par interpolation on en deduit qu’il est continu de H = [V, V’], (voir f. 4) 
dans (H”(Q))l. Ainsi on peut multiplier scalairement (14) par u et utiliser la 
formule de green pour demontrer (15) et (16). Si f E&’ on Ccrit f = fl + f2 
avec fi E H et f2 E HL. On a: 
qu, v) + qu, v) = (f, v) = (fi ? 4 VVE v 
et on deduit de ci-dessus que u E (H2(Q))2. 
COROLLAIRE 2. V est dense duns V. 
En effet on sait que (A + h) est un isomorphisme de V sur V’. Comme V 
est dense dans H et comme H est dense dans V’ il suffit de montrer que V est 
dense dans 
(2 + A)-’ (V) = V n (H3(Q))2. 
Bien entendu on peut munir V du produit scalaire defini par 
Ku, W))A = %4 v) + xu, v); 
si u E (A + h)-l (V) est orthogonal a V on a aussi au sens des distributions: 
-Azi+hu=-gradp. (36) 
4 Pour la definition de I’espace [V, V’llla et pour les prop&& de l’interpolation 
c.f. par exemple Lions-Magenes [Ill chap. 1. 
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Comme II E (H3(Q))” on peut faire le produit scalaire des dew membres de 
(36) par u, appliquer la formule de Green et intCgrer par parties. On obtient 
ainsi u = 0. 
Nous pouvons maintenant introduire I’equation du type Navier-Stokes qui 
fournira une approsimation de la solution de l’lquation d’Euler. 
PROPOSITION 3. Soit v  :- 0 quelconque, alors pour tout couple 
(zq, ,f) E H >: L”(0, T, Y) 
il existe une unique fonction u E C(0, T; H) n L’(0, T; L’) solution du probkme 
(u’, v) + vrl(u, v) + b(u, u, 21) = (f, u) 
u(0) = ug . 
vv E t-. 
(37) 
La dCmonstration de cette proposition se fait exactement en suivant la 
mCthode de Lions [9] (nous l’omettrons ici) g condition de disposer du lemme 
suivant: 
LEMME 2. (i) La forme trilitiaire b(u, v, zu) est continue SW V x 17 x F’. 
(ii) Pour tout t rip et 1 ( 24, v, w) E L7 Y V X k’ on a la relation: 
b(u, v, w) = - b(u, w, v). (38) 
(iii) Pour tout u E V on a: 
II u-vu II’ e c I u I . II UII . (39) 
DPmonstration. On remarque d’abord que V CF(Q) et que l’on a 
11 v IIfL4(Q))? -G c II v II I v I vv E L-. (40) 
On introduit un ouvert born6 Q’, assez rCgulier, tel que B C Q’; il existe 
un prolongement 1inCaire P de L2(Q) d ans L*(Q) tel que P applique conti- 
nuement Hl(SZ) dans H,,l(Q’). 
D’aprb le Lemme 6.1 de Lions [9] ( c f. aussi Lions-Prodi [ 121) il existe une 
Constance ne d&pendant que de Q’, C(Q’) telle que l’on ait: 
II ZlJ II&y, < C(Q) II w II I w I . (41) 
Ainsi en notant egalement P 1’opCrateur P x P de (Lz(G))z dans (L2(9’))2 
on a: 
II v II&))2 < II pv II&*))2 
< C(Q) II pv II I f+ I (42) 
< C&Q’) Cl II v II I v I vv E v-. 
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Ce qui demontre (40). Ensuite (i) se deduit de (40), (38) est vrai si, 
(u, v, w) E Y” x Y x 9” on en deduit (ii) ?I l’aide du Corollaire 2. 
Enfin on dtduit (iii) de (i) et de (ii). 
PROPOSITION 1. On suppose que u0 E V et que f E L2(0, T, X) alors u solu- 
tion de (37) appartient h C(0, T; V) n L2(0, T; (H2(f?))2) et u’ appartient ci 
L2(0, T; H). De plus u est solution du probhe: 
u’ - VAU + uVu = f - Vp dansQ, 
u .n I= = 0, c A u Iz = 0, 
u(x, 0) = u&).5 
Dtfmonstration. On utilisera l’operateur -4 lineaire continu de v dans V’ 
defini par la forme bilineaire 1?(u, v); 1 defini par restriction B H un operateur 
non borne de domaine D(a) dense dans H. D’apres le Corollaire 1, on a: 
D(A) = {v E V n (H2(12))2; u * n lz = 0, C A v Ir = 0} et &J = - da. 
Puis on introduit u,(t) defini par 
u,(t) = (I + E&l u(t). (44 
Comme u(t) E C(0, T; H), u,(t) appartient a C(0, T; (H2(9))2), done d’apres 
le thtoreme de Sobolev a C(0, T; (L”(f2))2). On consider-e alors 
V, E C(0, T; H) n L2(0, T; V) 
solution du probleme lineaire: 
(V,‘? w) + v+c , w) + blue , z’, , w) = (f, w) (VW E V), 
v,(O) = %(O). (45) 
v, converge vers u (dans L2(0, T; V), par exemple); d’autre part comme 
u, E L(0, T, (L”(s2))2), u,Vv, appartient a L2(0, T; Z) ainsi (cf. Bardos [2] ou 
Lions [lo, p. 891) u, appartient a C(0, T; V) n L2(0, T, D(A)). De (45) on 
deduit que v, verifie l’equation 
v,! - vdv, = f - u,Vv, - VP, . (46) 
On multiplie scalairement par - Avc et on obtient 
$V A v, I2 + v I 4 I2 
G I(f> WI + I us’% I I 4 I (47) 
d~,lf12+~I~~~12+~21~,l~l~e:::+~I~~,12 
“Q=Qx]O,T[,Z=~x]O,T[. 
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d’aprts l’irkgalitk de Holder, soit en utilisant l’idgaliti: (40): 
Le systkme dkfini par les tquations: C A u = g, V . u = 0 dans Q; 
C A u = 12 . u = 0 sur Z est elliptique; il existe done C, > 0, telle que l’on 
ait 
1 c A VI, ;z < C& c A v, I2 + I v I’}. (49) 
De (48) on dkduit la relation: 
1 co, I2 < c, + c; s ’ I u,(u)I: I -%(42 do. 0 
Comme u, converge vers u dans L2(0, T; H) n C(0, T; H), 1 U(C)/: reste 
born6 dans Ll(O, 7’). 
Ainsi, d’aprks le lemme de Gronwall, appliquC ?I (49), v, reste born6 dans 
L”(0, T, 5’) et dv, reste born6 dans P(O, T, X). Lorsque E tend vers h-0 v, 
converge vers u ce qui prouve que u EL”(O, T; V) n P(0, T; (H2(Q))Z). De 
l’kquation (37) on dkduit que u’ EL~(O, T; H) ainsi u E C(0, T; V), on peut 
ensuite appliquer la formule de Green et effectuer des intkgrations par parties 
ce qui termine la demonstration de la proposition 4. 
TH$ORI?ME 1. Soient u. E 1, et feL2(0, T; (H1(S2))2) alors, lorsque Y tend 
vers Z.&O on peut extraire de la suite des u, des solutions des probkmes 
u,l - vAu, + u,Vu, = f  - Ypy dans Q, 
u, . n Ix = 0, G A 11, jz = 0, 
V -uv =OdansQ, u,(x, 0) = uo(x) dans Q, 
(50) 
une sous suite (encore notCe u,) vhjiant les proprit%h suivantes: u, converge 
dans L2(0, T; V) faible, dans L”(0, T; H) faible * et dans L2(Q) fort vers une 
fomtion u E L”(0, T, V) n C(0, T; H) solution du probkme 
(51) 
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Remarques. 
D’aprits les Propositions 3 et 4 on sait qu’il existe une unique fonction 
u, ~La(0, T; V) solution de (50) et que cette fonction appartient a 
C(0, T; V) nL2(0, T; (IP(s~))~). 
D’autre part le probleme (51) est equivalent au probleme (52): 
u EL2(0, T; (H1(Q))2), 
v.u=o ii-nI,=O, 
li $uVu=f -VP, 
u(0) = ug . 
(52) 
Ainsi du Theo&me 1 peut-on deduire le corollaire suivant: 
COROLLAIRE 3. Pour tout couple (uO , f) E V x L2(0, T; (H1(S2))2) il existe 
une fonction u EL~(O, T, Y) n C(0, T; H) et une distribution p ELF(Q) telks 
que I’m ait: 
IL’ + uvu =f - vp, u(0) = u(l . (53) 
%nonstration du Thbdme 1. En multipliant la premiere equation de 
(50) par u, et en integrant on montre que la suite u, est bornee dans 
L”(0, T; H). On prend ensuite le rotationnel des deux membres de la pre- 
miere equation de (50), comme V A Vp = 0 il vient: 
(V A u,)’ - vd(V A 24,) + v A (U” * VU”) = v A f. (51) 
Mais on sait cf. Kato [6] que l’on a 
v A (U”VU,) = (24” - V) v A 11, . (52) 
(Cette formule se demontre immediatement en utilisant la relation 
V . u, = 0; elle n’est cependant vaIable qu’en dimension 2). Ainsi on obtient 
l’equation 
(v A U,)’ - vd(v A %) + (4 ‘V)VAU,=VAf. (53) 
On multiplie cette equation par V A u,; Comme on a V A uv Iz = 0 on peut 
integrer par partie (toutes ces operations sont d’ailleurs legitimes d’apres la 
Proposition 4) et on obtient: 
A%12)<2iV”ft lVhU,I. w 
4=‘9!40!3-16 
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Soit d’apres le lemme de Gronwall: 
On designe par u,i et u,* les deux composantes de u,; en utilisant la relation 
(55) et la relation T . u,, = 0 on obtient les equations: 
- Au; = g,1 = - & (0 A u,) E borne deL”(0, T; H-l(Q)), 
* ‘2 
r (56) 
- 4~,2 = g,a = & (C A u,) E borne deL”(0, T; H-l(Q)). 
Bien entendu II, verifie les conditions aux limites: 
u,‘n, + u,2n2 Ir = 0, au 1 au2 * - + = 0. 
2 dxl r 
(57) 
Comme le systeme (56) (57) definit un operateur elliptique, u, = (u,l, zrV2) 
reste borne (cf. Agmon-Douglis-Nirenberg [l]) dans L”(0, T; (H1(S2))2), 
done dans L”(0, T; V). 
11 en resulte en particulier que I’on a pour tout v E I/‘: 
hi vqu, ) v) = 0. (60) 
Comme u, est solution de l’equation 
(u,‘, v) + qu, , v) + (UVVU” 1 v) = (f, 4 (Vv E V). (61) 
’ reste borne dans L2(0, T; I”). L’injection de V dans H est compacte 
!ksi d’aprb le theoreme d’Aubin [2] U, reste dans un compact de L2(H) 
sous espace ferme de (L2(Q))2. On peut done extraire de la suite u, une sous- 
suite, (encore notee u,) convergeant vers u dans L2(0, T; V) faible et dans 
(La(Q))2 fort. D’autre part uV’ converge vers U’ dans L2(0, T; V’) faible; ainsi u 
appartient 2 C(0, T; H) et verifie: 
u(0) = 240 .
Comme u, converge vers I dans L2(Q) fort on a [9, p. 761 
(62) 
l)l(U”VU” , v) = (UVU, v) Vv E v. (63) 
Ainsi il resulte de (60)-(62) q ue u limite de II, est solution du probleme (51). 
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Remurques I. 11 est possible de prouver que la sous-suite u, converge vers 
u non seulement dans (JY(Q))~ mais dans C(0, T, H). En effet on a: 
(u;Y u, - 4 + 44 , u, - u) + (u,Vu, , 4 - 4 = (fi u, - 4 (64) 
et 
(u’, u, - u) + (UVU, 24, - u) = (f, 24, - u). (65) 
En soustrayant (65) de (64) on obtient: 
1 d 
-- 2 dt 1 % - ’ 1’ f vz(u, - - - , U” 4 + (%% uvu, u, u) = 0. (66) 
Soit, comme u(0) = U,(O). 
] u,(t) - u(t)12 = - v ,: iI@, , u, - u) do - ,I (uvVuv - uVu, u,, - u) do. 
(67) 
Montrons que le second membre de (67) converge vers z&o (uniformement 
en t). Comme u, reste borne dans L”(0, T, Y) on a: 
s 
t .!i+i v ii(uy , u, - u) do = 0. 
0 
D’autre part on peut Ccrire: 
I t &Vu, - UVU, u, - u) da = j: (uVU, u,) da - j: (u,Vu, , u) da. (69) 0 
Comme II, converge vers u dans L2(0, T, V) faible et comme u,Vu, converge 
vers UVU dans L2(0, T, v’) faible on a: 
l&g ,: (uVu, u,) do - j: (u”Vu, , u) da = 0. 
II. Si Sz est un ouvert simplement connexe on peut introduire une 
fonction @” dite fonction courant, dkfinie a une constante prb et vkrifiant 
s- ax, - - u,2, z = 11;. ‘2 
On a alors V h u, = - Au,; les Propositions 3 et 4 montrent l’existence, et 
l’unicitk (a une constante prb) d’une fonction Dy solution de l’kquation 
2 (- A@“) + VLW” + R(q) = v A f, (71) 
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verifiant en outre la condition initiale: 
2 (0) = W), Z(O) = - u”(O), (72) 
ainsi que les conditions aux limites: 
a,. IL. = constante, A@, Iz = 0. (73) 
Le Theo&me 1 montre que losque v + 0 on peut extraire de la suite @‘, 
une sous-suite convergeant vers une fonction @ solution de l’equation 
;(-A@)+R(O)=V, (74) 
et verifiant les conditions aux limites (75) ainsi que la condition initiale (72). 
C’est ce point de vue qui a CtC utilise dans le cas d’un ouvert simplement 
connexe par Youdovitch [14]; on trouvera Cgalement cette methode dans 
Lions [lo, p. 881. 
PROPOSITION 5. On suppose que (uO ,f) E L’ x L2(0, T; (H1(1(2))2) d~ifknt 
les relations: v A u0 ELM et v A f ELM, alors u, solution de (37) et u 
solution de (52), limite d’une sous suite extraire de la suite II, , appartiennent h 
X, =Lm(O, T, (W*P(Q))2) (1 < p < + co). De plus u et u, zh@-nt l’iniga- 
lite’: 
II u,llxp 9 II 24 Ilx, < Cp{I w * u IP(R) + II % II + I v *f IL%?, + ~~f~hJ.r.v,f 
(75) 
oh C disigne une con&ante indt$endante de p, v, u. et f. 
Dt!monstration. C A u, est solution de l’tquation: 
(G A u,)’ - vA(C A u,) + (uvO) (Vu,) = ‘fJ A f, 
(76) 
(V A u,) (0) = v A ug ) c A 24, 11 = 0. 
Comme v A uV est une fonction in valeurs scalaire, on peut dkduire du 
principe du maximum la relation 
1 T h U” IPW, < q G * ug Ip(n, + I -c hf Ip(Q (77) 
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On pro&de ensuite comme dans Youdovitch [14], en utilisant I’ellipticite 
du systeme (56), (57), on voit qu’il existe une constante Ca independante de p 
et de Y telle que l’on ait: 
Comme U, reste borne L”(0, T; V) il reste borne dans L”(0, T; (Lp0(9))~) 
pour p, fixC superieur a 2. En appliquant (78) une premiere fois avec p = PO , 
on montre que u, reste borne dans X3, , done, d’apres Sobolev dans L”(Q); 
on en deduit l’inegalite (75) pour II, , puis pour u en faisant tendre v vers zero. 
THBORBME 2. Pour tout couple (u,, , f) E V x L2(0, T; H) vkrzjknt 
V A u,, E L”(Q) et V A f E L”(Q) il existe une unique fonction 
u E L”(0, T; V) n C(0, T, H) 
solution du problime (52). Pour tout p (2 < p < + co) cette solution appartient 
li X, et vkije l’int!galite’ (78). De plus la suite u, toute en&e converge vets u 
dans C(0, T; H). 
D6monstration. L’existence d’une solution u de (52) appartenant P XD 
pour toutp (2 < p < + co) et vtrifiant I’inCgalitC (78) resulte du Theoreme 1 
et de la Proposition 5. 11 suffit done de prouver que si 
v E L”(0, T; V) n C(0, T; H) 
verifie: 
(v’, h) + (VW h) = (f, h) VhE V v(O) = *o > (79) 
on a w = v - u = 0. En retranchant de la premiere equation de (79) la 
relation (u’, h) + (uVu, h) = (f, h) puis en remplacant h par v - u, on 
obtient (cf. Lions [9, p. 711): 
(I w 12)’ = 2(wVu, w); w(0) = 0. (80) 
On remarque ensuite que, d’aprb le theoreme de Sobolev, w appartient a 
LV, T; (LPW2) p our tout p (1 6 p < + co); on utilise I’inCgalitC (78) et 
I’inegalitt de Holder et on obtient: 
(I w 12)’ < 2 s, / w I2 I Vu / dx < 2 I Vu lz, (s, I w P’ dx)“” 
< C,p (j-n I w IzCix)l’p’ 
(81) 
(l/P + l/P’ = 1). 
(C, dbigne une constante dependant de u. et de f, mais pas de p). 
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Comme u appartient a L”(Q) on posera: 
N(t) = 1 u(t)lpo, . 
De (81) on deduit la relation: 
g 1 w 1 d c~~(M(~))~/D ( jQ I w 12 dxjl-l’n 
< c,p(aqt)y~p I w /2--B/p (83) 
il en resulte la majoration: 
I ww < (Mm2 (W” vp> 1. (83) 
On en deduit, en faisant tendre p vers l’infini que w est nul sur l’intervalle 
[0, t,,[ (Crt,, < 1) ce qui permet de conclure que w est identiquement nul. 
On va maintenant Ctudier le probleme non homogene: 
u’ + UVU = f - gradp, 
u*nlz=f, 
u(x, 0) = 240(x). 
(84) 
PROPOSITION 6. Pour tout g E H3/2(r) v&$ant la relation 
jrg(a) da = 0. (85) 
I1 existe une unique fonction GE (H2(S2))2 et une unique distribution de 
p E 9(!2) solution du problkme suivant: 
-AG+XG= -VP, dans Q , 
V.G=O, (86) 
G - n lz = g, V A G Ir = 0. 
Dimonstration. L’unicite’ est kidente car il sufit de se ramener au probleme 
homogtne. Pour prouver l’existence on remarquera que sous l’hypothbe (85) 
il existe p E (H2(Q))2, determine B une constante p&s tel que l’on ait: 
-Ap=O, 2-g. (87) 
On considere alors GE (H2(S))z solution du probleme elliptique usuel: 
- AG + XG = - VP, 
G - n lz ==g, V A G IE = 0. 
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D’aprks (87) on a: 
- A(div G) + X div G = 0 dans s1. (88) 
D’autre part, puisque V A G lp = 0 on a, comme dans la dkmonstration de 
la Proposition 2 (32), 
$ (div G) = AG . n. 
On obtient ainsi, d’aprb (87), la relation 
(89) 
Ce qui compte tenu de (88) montre que i’on a: div G = 0. Ceci termine 
la dkmonstration de la Proposition 6. 
On dCsigne par W l’espace des u E (Hl(J2))2 vkrifiant V . u = 0. 
PROPOSITION 7. Pour tout couple (uo, f) E W x L2(0, T; (Hi(Q))*) et toute 
fonction g appurtenant h H1(O, T, (Hs/*(F))) vkrifiant les relations suivantes: 
I g(u, t) da = 0 Vt E [0, T] et g(u, 0) = uo - 7-G r 
le probEme suivant admet une unique solution: 
U, EL~(O, T; (H”(Q))” n W) n C(0, T; X), 
24,’ EL2(0, T; SF), 
24,’ - VAU, + u,Vu, = f - VP, , 
v A 21, = 0, u, * n = g sur 2, 
zqx, 0) = uo . 
Dt!monstration. Soient u et v deux solutions de (90), on pose w = u - v 
et on obtient 
et 
(YP - q), 4 = 0 (91) 
(92) 
a 
anWN = C(u) w,(u). 
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+ 1’ 1 VW 12 - Y 
I 
* '" . w da + ((uVU - oCv), w) = 0. 
. r an (93) 
Soit en utilisant la relation V A w Iz = 0 et la relation (92). 
~$~w,2+~,Vw~2+((rA’~-r%),w)<CI~~rIwldo. (94) 
On remarque d’autre part que l’on a la relation: 
(UVU, w) - (WVO, w) - (WVU, w) 
= (WVW, w) - (UVU, w) - (WVO, u) + (OVU, 24) + (UVU, w) - (WVU, w) 
=& jr&, 0 I +, t)12 do + 4 j-,&, t) I G, W da (95) 
- jr&, t) (u(u, t), 4~ t)) du = a jr&, 4 I w I2 da. 
Ce qui en reportant dans (94) donne 
(w’, w) + v(w, 4 < j, I(+) + &, 4)l I w I2 do + IWA 41 . (96) 
On utilise alors l’hypothbse g EL~(O, T; H3/2(F)) qui implique la relation 
g ELM. Et on obtient: 
+$ I w I2 + +- II w II2 d II * II I w Ifdtn,,a + C, j, I w I2 da. (97) 
Comme on a: 
s I w I* dcr 9 E II w II2 + C(E) I w I2 l- 
pour tout E > 0, on peut deduire de la relation (97) l’inequation: 
; 1 I w I2 + $ II w II2 < w-3 + G II u II”) I w 12. (98) 
La fonction C, + C, I] Y II2 appartient a Q(O, T) aussi d’aprks le lemme de 
Gronvall on a w = 0. 
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Montrons maintenant I’existence de la solution u, . D’apres la Proposition 6 
il existe une fonction Gfx, t) E: (Ha(Q))2 telle que l’on ait: 
C*G=OdansQ; G .n Ic = g(u, 1) V A G IB = 0. 
D’autre part I’application g -+ G est continue et ainsi 
G E H’(0, T; (H2(Q))2). 
En procedant comme dans les Propositions 3 et 4 il est facile de montrer 
qu’il existe une fonction 
h, E C(0, T; V) n L2(0, T; (H2(Q))2) 
solution du probkme: 
h,’ - VA,’ + h,Vh, + GVh, + h,VG = f + vAG - G’ - GVG - VP. (99) 
h,(O) = u. - G(0) E P’. P) 
I1 est alors evident que h, + G est solution du probleme (90). 
PROPOSITION 8. Soient u,, , f et g satisfaisant aux hypothkes de la PTOPO& 
tion 7, alors il existe une fonction IL E L2(0, T, Y) n C(0, T, 8) solution du 
probkme. 
ld +uVu=f -VP, 
u -n L=g, u(x * 0) = r+(x). 
(101) 
De plus u,, est limite dans (L2(Q))2 d ‘une sous-suite u, extraite de la suite 
des solutions du probleme (90).7 
Dt!monstration. On consider-e u, solution de (90); on Ccrit u, sous la forme 
u, = h, + G. (102) 
On multiplie scalairement (99) par h, et on obtient: 
+ $ I h, I2 + v 1 Vh, I2 - v /, $ h, do + (h,VG, hJ + (GVh, , G) 
= (4 , h,) (4 WO, T; *)). 
Ensuite on remarque que: 
I 
$‘h,do= jrzh,,,do= jr%hv,do= j=C(cr) 1 h, I2 da. (103) 
par les m&odes ‘I L’unicitC de la solution de (101) ne semble pas accessible 
prhentkes ici. 
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En utilisant la relation G E H’(0, T; (H”(f2))2) qui implique en particulier 
G E (L”(Q))’ et F’G E H’(0, T; (Lp(Q))z) p, p<+m. (1W 
On dkduit de (102), (103) (104) la majoration: 
Soit 
+- g I 4 I2 < c-1 + c, I A, I2 + c, II h, l12. (106) 
D’autre part on a: 
f (k + G) - v&v + G) + (h, + G) O(h, + G) = f - vp. (107) 
Soit en prenant ie rotationel des deux membres de cette equation: 
On multiplie scalairement (108) par C A (h, + G) et comme on a: 
Y A (A,. + G) Iz = 0, 
on obtient: 
On additionne ensuite - (106) et (109) on obtient 
+ $ (I h, I2 + I ‘t’ A (h, + G)12) 
< C, + Cc, I A, I2 + G II h, /I2 + I V A (h, + G)12. 
(110) 
Enfin comme 0 . h, = 0 et comme h, vhrifie les conditions aux limites 
h, . 12 = 0 et C h h, = 0 sur Z il existe une constante C, telle que l’on ait: 
II h, II2 < C,(l C * (h + WI2 I h, I’ + I -i’ * G I’). (111) 
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De (110) et (111) on deduit l’inegalite (112) 
+; (I h, I* + I V A (h, + G)j2 < C, + C,,(l h, I2 + / V A (h, -k G)12). 
(112) 
De (112) on deduit par le lemme de Gronvall que ( h, /* + / C A (h, + G)12 
est borne dans L”(0, T). Utilisant a nouveau (111) on en conclut que h, est 
borne dans L”(0, T; IT). 0 n multiplie alors l’equation (107) par ZI E V et on 
obtient: 
(h’, v> + +v, v) + u j,. C(o) 4 . v da + (h,=W. , v) + (h,VG, vJcl 13) 
+ (GVh, , v) = (k v), v E v. 
On deduit de (113) que h, est borne dans L2(0, T; V’). 
On peut alors extraire de la suite h, une sous-suite encore notee h, con- 
vergeant vers h EL”(O, T; V) dans L”(0, T; V) faible *, tandis que h,’ 
converge vers h’ dans L2(0, T; V’) faible *. On en deduit que h done 
11 = h + G appartient a C(0, T; S) et que l’on a: u(O) = tiO . 
Ensuite on utilise le theoreme d’Aubin et on montre ainsi que h, converge 
vers h dans L2(0, T; (Jade) fort. On peut done aisement passer a la limite 
dans (113) par exemple et on obtient la relation: 
(h’, v) + (hvk 4 + (hVG, 4 + (GW v) = - (G’, v) + (GW v) + (f, v) 
v E v. (114) 
Soit 
((h + Gh 4 + ((A + G) W + G), 4 = (f, v) v E v. (115) 
Ainsi on a montre que h + G est solution de (101). 
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